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1. Einleitung

Bei der Beschreibung der Eigenschaften von Festkorpern stehen wir vor
der Schwierigkeit, dafs es sich dabei um ein wechselwirkendes Vielteil-
chensystem handelt. Oft wird daher die Naherung verwendet, dieses
Vielteilchenproblem auf ein effektives Einteilchenproblem abzubilden
und die Einteilchenzustdnde zu betrachten, die sich daraus ergeben. In
Halbleitern werden die wesentlichen Eigenschaften von jenen effektiven
Einteilchenzustidnde bestimmt, die in der Ndhe der Bandkanten liegen.
Die k - p-Theorie (Kane 1966) beschreibt diese Zustdnde gut, weshalb sie
sehr erfolgreich bei der Erklarung vieler Effekte in Halbleitern ist und
breite Anwendung findet, insbesondere in Verbindung mit der Envelope-
funktionsndherung (Luttinger und Kohn 1955).

Allerdings ergeben sich Schwierigkeiten, wenn das betrachtete Sys-
tem sich auf einer der Gitterkonstante vergleichbaren Langenskala pe-
riodisch &ndert. Beispiele fiir Systeme in denen dies untersucht wurde
sind Halbleiterlegierungen in denen spontane Ordnung auftritt (France-
schetti, Wei, und Zunger 1995) und kurzperiodische Ubergitter (Wood
und Zunger 1996). Diese Schwierigkeiten konnen wir so verstehen, daf3
die k - p-Theorie Bereiche der Brillouin-Zone schlecht beschreibt, die im
reziproken Raum einen groflen Abstand von den Bandkantenzustanden
haben. Doch es sind diese weit entfernten Zustdnde, die in Systemen mit
kurzperiodischer Stérung entscheidend beitragen.

Aus diesem Grund konnten solche Systeme meist nur mit All-
Elektronen-Rechnungen behandelt werden. Die Ergebnisse solch einer
Rechnung sind aber schwieriger zu interpretieren, als Ergebnisse von
Rechnungen mit k - p-Theorie. Deshalb wollen wir hier zeigen, wie sich
die k - p-Theorie so erweitern 1463t, dafs periodische Storungen effektiv
beschrieben werden konnen. Als Beispiel fiir eine Anwendung dieser
Verallgemeinerung soll die Ordnungsabhéngigkeit der effektiven Masse
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im Leitungsband von spontan geordnetem GalnP, untersucht werden.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt.

Im zweiten Kapitel werden wir die Standard k - p-Theorie skizzieren
und die notwendigen Verallgemeinerungen fiir die Behandlung periodi-
scher Storungen durchfiihren.

Das dritte Kapitel enthélt eine Einfithrung in wichtige Eigenschaften
des Materialsystems GaInP,. Danach zeigen wir mit welchem Hamilton-
Operator die effektive Masse des Leitungsbandes in diesem Material
beschrieben werden kann.

Im vierten Kapitel 16sen wir diesen Hamilton-Operator und présentieren
die Ergebnisse dieser Rechnung.

Das letzte Kapitel enthilt eine Zusammenfassung und einen kurzen
Ausblick auf kiinftige Weiterentwicklungen.



2. Periodische Stéorungen im Rahmen der
k - p-Theorie

In diesem Kapitel soll die allgemeine Theorie fiir die Verallgemeinerung
der k - p-Theorie auf periodische Storungen vorgestellt werden. Dazu
wollen wir zunéchst die Standard k - p-Theorie skizzieren, wie sie etwa bei
Kane (1966) zu finden ist, und danach die nétigen Verallgemeinerungen
vornehmen.

2.1. Standard k - p-Theorie

Im Rahmen der k - p-Theorie wird normalerweise das Problem eines
Elektrons in einem periodischen Potential behandelt, d.h. die stationére
Schrodinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator

2

_r
Hy = m + Vo(r).

Dabei ist p der Impulsoperator, Vy(r) das ortsabhingige Kristallpo-
tential und m die Masse des freien Elektrons. Gesucht sind dann die
Eigenfunktionen 1, und Energieeigenwerte ¢, des Eigenwertproblems

2

Hoyp, = {P + VO(")] Yy = eny. (2.1)

2m

Das Bloch-Theorem besagt, dafs sich ¢, als

n = Puxc(r) = eixlr”mc(”) (2.2)

schreiben 148t, wobei 1, (r) die selbe Periodizitit wie Vp(r) hat und
x ein Wellenvektor aus der ersten Brillouin-Zone ist. Betrachten wir die
Zustinde mit verschiedenem Bandindex n aber einem g aus der ersten



2. Periodische Storungen im Rahmen der k - p-Theorie

Brillouin-Zone, so bilden sie eine vollstindige Basis. Luttinger und Kohn
(1955) haben gezeigt, dafs auch

Pnx = eiK.reiKO.r“nKO (7') (2.3)

eine orthonormale und vollstindige Basis bilden. Wir kénnen also die
gesuchte Losung i, in die ¢y, zu einem % entwickeln

Y = Z/dsx Crnt (K) Pprc- (2.4)

Setzen wir nun die Entwicklung Gl. 2.4 in die stationdre Schrodinger-
Gleichung Gl. 2.1 ein, so stellen wir fest, daf sich die Energieeigenwerte
£, mit dem Wellenvektor x charakterisieren lassen. Dies war auf Grund
des Bloch-Theorems auch zu erwarten, und wir erhalten die bekannte
k - p-Gleichung

2
(enuco) " zhmz> (k) + X P () = en(®)emn(s)  (@5)

mit den Impulsmatrixelementen

2 3 irn. o+
Punt = (QO) /d3re o ’u,’;KO pe'*o ’un/,co. (2.6)

Dabei geht das Integral iiber die Einheitszelle mit Volumen (2.

Gl 2.5 ist dquivalent zur Schrodinger-Gleichung Gl. 2.1, von der wir aus-
gegangen sind. Um nun Gl. 2.5 zu l6sen, benttigen wir alle Eigenenergie
en(x0) am Entwicklungspunkt x(, sowie alle Impulsmatrixelemente p,,,/
zwischen diesen Zustinden. Wir haben es dabei aber mit einem unendlich-
dimensionalen Gleichungssystem zu tun, weshalb normalerweise Gl. 2.5
fiir kleine Werte von « storungstheoretisch behandelt wird. Das bekanntes-
te Ergebnis solch einer Rechnung, die Gleichung fiir die efffektive Masse
der Elektronen, erhalten wir, wenn wir fiir ein nichtentartetes Band an

'Diese sind zu den kovalenten Bindungen in der Chemie vergleichbar.
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einem Extremum der Energiedispersion bis zur zweiten Ordnung in «
entwickeln:

E(x) = en(x0) + L (h)z ZM (2.7)
2m m) = en(x0) — eu(%0)

Oft reicht es nicht aus, sich wie in GI. 2.7 nur auf ein nichtentartetes Band
zu beschranken. Eine systematische Moglichkeit die aufSerdiagonalen Sto-
rungen in Gl. 2.5 zu berticksichtigen bietet die Lowdin Stérungstheorie
(Lowdin 1951). Dieses Verfahren konnen wir uns so vorstellen, daf3 die
Schritte, die normalerweise bei einer (pseudo-)entarten Storungstheorie
in der Quanten-Mechanik durchgefiihrt werden miissen, in umgekehrter
Reihenfolge durchgefiihrt werden. Es werden zunichst die Einfliisse der
energetisch weit entfernten Zustdnde berticksichtigt und erst dann die ver-
bliebene Matrix fiir den (pseudo-)entarteten Unterraum diagonalisiert. Da
die Reihenfolge der Schritte umgekehrt wurde, fiihrt der erste Schritt auch
zu Veranderungen in den Kopplungskonstanten, d.h. in den Ausserdiago-
naltermen der verbleibenden Matrix, die bei normaler (pseudo-)-entarteter
Storungstheorie nicht auftreten.

Formal bedeutet dies, dafs die Zustdnde unseres Systems in zwei Grup-
pen aufgeteilt werden. Die Zustidnde in Gruppe A sind diejenigen, die uns
interessieren und deren Wechselwirkungen wir exakt behandeln wollen.
Die Zustiande in Gruppe B haben nur eine schwache Wechselwirkung mit
denen in A. Diese Wechselwirkung wird in Storungstheorie berticksichtigt.
Dabei wird die Wechselwirkungsmatrix H;; der Zustdnde in A wie folgt
abgeédndert:*

- 1 1 1
H;;=H;+ = E Hllng;< + >+
P2 Y\ Ei— B Ej—Ep

Dadurch erhalten wir ein endliches Gleichungssystem, das es uns er-
moglicht, die Entwicklungskoeffizienten ¢,/ (x) mit n € A zu bestimmen
und aus diesen dann die Entwicklungskoeffizienten fiir n € B zu erhalten.

2Die Bezeichnungen von Punktgruppen und derer (irreduziblen) Darstellungen folgt der
Notation von Koster u. a. (1963).
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Sollen im Rahmen der Standard k - p-Theorie Valenzband-Zustande
beschrieben werden, so miissen wir meist die Spin-Bahn-Wechselwirkung
berticksichtigen. Diese fiihrt zu einem zusétzlichen Term der Form

Hgo (cxVV)-p (2.8)

" am2e?
im Hamilton-Operator. Dabei ist o der Vektor der Pauli-Spin-Matrizen
und V das Kristallpotential.

Dieser Term wird normalerweise storungstheoretisch so behandelt, daf§
er im Unterraum entarteter Zustinde diagonalisiert wird. Dadurch erhoht
sich die Anzahl der notwendigen Parameter nur um die jeweiligen Spin-
Bahn-Aufspaltungen (Kane 1966). Fiir die Wechselwirkung mit anderen
Zustdanden miissen wir nur von den p,,,» zu 7, tibergehen, die sich in

4ch2 (0- X

ihrer Definition darin unterscheiden, daf$ in Gl. 2.6 p durch p +
VV) ersetzt werden mufl (Luttinger und Kohn 1955).

Verzerrungen auf Grund dufleren Drucks lassen sich mit der Invarianten-
Theorie berticksichtigen, wie sie Bir und Pikus (1974) entwickelt haben.

Bei Storungen, die die Periodizitédt des Kristalls brechen, wie z.B. flache
Storstellen oder Magnetfelder, konnen wir zur Envelopfunktionsndherung
(EFA) (Luttinger und Kohn 1955) tibergehen, und so eine gute Beschrei-
bung der auftretenden Phdnomene finden. Die dabei erhaltenen Gleichun-
gen sind nicht mehr diagonal in x. Vielmehr kommt es zu Wechselwir-
kungen zwischen Zustdnden in der Umgebung des Entwicklungspunktes
K-

Wie wir gesehen haben, ist die Standard k - p-Theorie auf ein grofie
Anzahl von Problemen anwendbar, oder aber es bestehen Erweiterungen
wie die EFA. Dies ist nicht der Fall fiir periodischen und insbesondere
kommensurable Storungen,? wie wir sie hier betrachten wollen.

3Den vier prinzipiell moglichen Ordnungsrichtungen entsprechen auch vier L-Punkte.
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2.2. Wahl der Basis

Zu unserm Gesamtproblem, d.h. ungestorter Kristall plus periodisches
Storpotential, gehort eine neue Einheitszelle (nEZ), die grofier als die alte
Einheitszelle (aEZ) ist. Auf Grund der Kommensurabilitat der Storung,
lassen sich die Basisvektoren zur neuen Einheitszelle als ganzzahlige
Vielfache der alten Basisvektoren schreiben.

Im reziproken Raum drehen sich diese Verhiltnisse um. Die neue
Brillouin-Zone (nBZ) ist kleiner als die alte Brillouin-Zone (aBZ), und
die alten Basisvektoren im reziproken Raum lassen sich als ganzzahlige
Linearkombination der neuen Basisvektoren darstellen.

Das bedeutet aber, daff zu den reziproken Gitterpunkten {G,, } unseres
ungestorten Systems neue Vektoren hinzukommen. Unser Gesamtproblem
besitzt also reziproke Gittervektoren {G,, }, wobei {G,,} eine Teilmenge
von {Gy,} ist.

Die neuen reziproken Gittervektoren fiihren dazu, dafs an jedem Punkt
der neuen Brillouin-Zone Zustinde zu finden sind, die von verschiede-
nen Punkten der alten Brillouin-Zone kommen. Dieser Vorgang ist auch
als (Riick-)Faltung von Zustdnden bekannt. Diese auf einen Punkt im
reziproken Raum zuriickgefalteten Zustande werden i.A. auch wechsel-
wirken, und die sich daraus ergebenden Effekte wollen wir untersuchen.
Schwierigkeiten mit der Standard k - p-Theorie ergeben sich, weil die
riickgefalteten Zustande aus der gesamten alten Brillouin-Zone stammen
konnen. Es konnen also Zustinde wechselwirken, deren Abstand im
reziproken Raum urspriinglich vergleichbar zur Gitterkonstante im rezi-
proken Raum ist. Da wir aber in Standard k - p-Theorie nur einen Punkt
im reziproken Raum exakt beschreiben, die Umgebung dieses Punktes
aber in Storungstheorie, ist unsere Beschreibung weit entfernter Zustdnde
schlecht. Dies konnten wir nur dadurch umgehen, daf8 wir zu viele Bander
umfassenden k - p-Modellen iibergehen (Wang und Zunger 1996).

Wir wollen hier einen anderen Ansatz wihlen, indem wir von vornher-
ein von einer anderen Basis ausgehen, die dem hier betrachteten Problem
besser angepafdt ist.
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Ausgangspunkt ist das ungestortes Problem

Hopnye (1) = €n (%) P (1), (2.9)

dessen Losungen , (r) mit Eigenenergien ¢, () bekannt seien. Dabei ist
x aus der alten Brillouin-Zone, die durch die reziproken Gittervektoren
G definiert wird.

Dieses System werde nun durch ein periodisches Potential H; gestort,
das kommensurabel zur Periodizitdt des ungestorten Problems sein soll.
H; 143t sich also als

H, = meeicm" (2.10)
m

mit Entwicklungskoeffizienten p,, schreiben, wobei die {G,,} wie oben
beschrieben alle reziproken Gittervektoren des gestorten Systems umfas-
sen.

Gesucht sind nun Eigenfunktionen ¢ und Energieeigenwerte E zur
stationdren Schrodingergleichung des gestorten Sytems:

(Ho+ Hi) ¢ = Ey (2.11)

In Analogie zu Gl. 2.3 wéhlen wir
Xnie(r) = X (r) = M e (1) (2.12)

als Basis. Dabei ist k ein Wellenvektor aus der neuen Brillouin-Zone,
wihrend {K} ein Satz von Wellenvektoren aus der alten Brillouin-Zone
ist.

Wir verwenden also die Losungen 9,5 (1) der ungestorten Schrodinger-
Gleichung Gl. 2.9 von mehreren Punkten der alten Brillouin-Zone als Basis.
Welche Punkte wir bendtigen, d.h. welche Punkte der alten Brillouin-Zone
im Satz {KC} enthalten sein miissen, hingt davon ab, welchen Punkt
der neuen Brillouin-Zone wir beschreiben wollen. Wir wollen hier die
Zustdande im Zentrum der neuen Brillouin-Zone untersuchen und miissen
deshalb diejenigen reziproken Gittervektoren des gestorten Systems G,
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verwenden, die innerhalb der alten ersten Brillouin-Zone liegen.# Es ist
leicht zu sehen, da ¢®" mit diesem Satz von Entwicklungspunkten K
periodisch beziiglich der neuen Einheitszelle ist.

Abb. 2.1 zeigt ein einfaches zweidimensionales Beispiel zur Illustration
der von uns gewdhlten Basisfunktionen.

nBZ aBZ

K

K

Ky

\

Abbildung 2.1.: Zweidimensionales Beispiel, in dem auf Grund der Verdopplung
der Periode in einer Richtung ein Punkt des reziproken Raumes zurtickfaltet.
Der Satz {K} besteht hier aus den beiden Punkten K und K’.

Die Funktionen Xn’ck (r) stellen eine geeignete Basis dar, da sie vollstindig
und orthonormal sind.

Um die Vollstindigkeit zu zeigen, verwenden wir, daffi die Bloch-
Zustdnde Gl. 2.2 eine vollstandige Basis bilden, d.h. jede Funktion f(r)
kann nach Bloch-Zustéanden entwickelt werden

r) = ; /d3xgn(K)eiK"unK(r)

=L [k g )T ().

nbz =g ( ) periodisch in nEZ
n

Da die beiden letzten Terme periodisch in nEZ sind, kénnen wir sie nach

4Bei der Notation der Zustdnde in der teilgeordneten Phase, folgen wir hier der z.B. bei
Wei, Franceschetti, und Zunger (1995) zu findenden. Dabei wird die Symmetrie eines Zu-
standes im CuPt-geordneten Kristall mit einem Strich versehen, wihrend die Symmetrie
desjenigen Zinkblende-Zustands der mafigeblich beitrdgt in Klammern angegeben wird.
Die Zuordnung der Zinkblende-Zustdnde ist Abb. 3.3 zu entnehmen.
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den periodischen Funktionen ", s entwickeln
l.
e Unk+K = 2 brm/ e run’K"
K'n

mit den Entwicklungskoeffizienten br’ﬁl’,cl(k). Damit ergibt sich:

f0) =¥ [dkgftox  mit gk = ¥ o550 g (k)

Kn gz K

Wir sind also in der Lage jede beliebige Funktion f(r) nach den Basisfunk-
tionen X;Ck zu entwickeln, was bedeutet, dafy diese vollstandig sind.

Als nédchstes wollen wir die Orthonormalitidt der Basisfunktionen )(n’Ck
zeigen, die durch die folgende Relation ausgedriickt wird:

/d3rx;ck*x,’§k/ = S 0O (k — K') (2.13)

Kristall

Dafs dies erfiillt ist, zeigt sich folgendermafien:

* /
/d37’7(:1(;( X:f’:k/ = l(k —k)r l(’C —K): "u;, UK
Kristall Kristall periodisch in nEZ
(27 Y B (K — k— Gu) 19
m KK’
(27-[)3B11n, 6(k/ - k)
KK!

Der letzte Schritt ist richtig, da k und k’ aus der neuen Brillouin-
Zone sind, die durch die G,; definiert ist. Dabei haben wir eine Fourier-
Transformation durchgefiihrt

1(1€ —K)r

Uty = 3 B 71O (2.15)
m KK'

10
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deren Koeffizienten B!, durch
KK!

1 . T )
Bg;/ _ 5/[131’61Gm rel(K K) ru;:KIun’]C’

/
fexe nEZ

gegeben sind, wenn (2 das Volumen der neuen Einheitszelle ist. Fiir den
Spezialfall m = 0 gilt

1 r gt 1
BO,:—/d3 I =I) 1y 4y s = G 11 B 16
o, QH-EZ T e Uppctpyic 21 11 Onn (2.16)

so daf$ insgesamt Gl. 2.13 erfiillt ist.
Gl. 2.16 ist ein Spezialfall von

/eik"f(r)d3r =0 (2.17)

nEZ

fiir Funktionen f(r), die periodisch auf aEZ sind, und /¥ periodisch auf

nEZ aber nicht auf aEZ, d.h. wenn k ¢ {G,,} gilt. Dies wiederum ist nur
ein Spezialfall der allgemeinen Aussage, dafs

e*T f(r)dr =0

Kristall

fiir gitterperiodische Funktionen f (), wenn k kein reziproker Gittervektor
ist.
2.3. Ansatz fiir die Wellenfunktion

Nachdem gezeigt wurde, dafs unsere Basisfunktionen Xn’Ck eine geeignete
Basis fiir die Entwicklung der Eigenfunktionen ¢ in Gl. 2.11 sind, soll nun
der Ansatz gemacht werden:

p=Y / &% AK (k) 5.

!
K'n'ngz

11
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Wenn wir dies in Gl. 2.11 einsetzen, so ergibt sich

Y [ @ (nkKCIHo + Hyln' K 1) AR (K') = EAJ(K)

!
K'n'ngz

Dabei steht (nk IC|Hy + Hy|n' k' IC') fiir Matrixelemente beziiglich der

Basisfunktionen X (r) = (r|nk IC).

2.3.1. Matrixelemente von H

Zunichst sollen die Matrixelemente von Hy beziiglich der Basisfunktionen

X;Ck untersucht werden.

(nkIC|Hyp|n' k' K')

. . !
= d3re_l(k+’c)‘ru,’;,cHoe’(k'+’c)"un,,cl
Kristall

L, . K2 et
_ /d3r€1(k —k)-re—zloruZK(HO + %kﬂ i %kl . p)eﬂc r

Kristall
2
h

_ /dBrei(k —k)r T (€n/(7C’) " -

Kristall

h et
k/2 + %k, . p) EZK ‘run/K:/ .

periodisch in nEZ

12
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Auf Grund der Periodizitit in nEZ kénnen wir dhnlich wie beim Schritt
von Gl 2.13 zu Gl. 2.14 vorgehen. Damit erhalten wir

(nk IC|Ho|n' K 1C')

27'[ il % hz T’l i
= / /d ! 1’ (81’1/ (’Cl) + %kz + ak . p) ez run/K:/

nEZ
h2
[n,(s,c,c,( (1C) + ka2>

+**/d k5
nEZ

(2.19)
Der zweite Summand in Gl. 2.19 ergibt

(zn)ah 3 fK: *
T %/d ! 1" k pe r n/’c/
nEZ

_5nn,(sm,hk 7c+( /d3 O =K r Uk - Pk

nEZ perlochsch in aEZ

h 2m)® x
= 57(:](:’% (5nn1k-7C+ % /dBTMnK:k'pun/K:) ,

nEZ

wobei im letzten Schritt Gl 2.17 angewendet wurde.

Es ergeben sich also keine Impulsmatrixelemente zwischen Zustanden
verschiedener Entwicklungspunkte /C. In Analogie zu Gl. 2.6 definieren

wir nun:

p,’fn, =" /d —ikery wcpe ERETI (2.20)
nEZ

13
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Damit ergibt sich aus Gl. 2.19:

2 k- IC,

(2.21)

Dies entspricht (nattirlich) dem Ergebnis, das wir in Standard k - p-
Theorie fiir den Punkt KC erhalten wiirden, wenn wir uns nur auf einen
Entwicklungspunkt im reziproken Raum beschrankt hitten. Aus Gl. 2.21
146t sich also direkt Gl. 2.5 ableiten. Dabei ist nicht nur die Form der
Gleichung die selbe, sondern auch die auftretenden Impulsmatrixelemente
sind identisch, da das groflere Normierungsvolumen (2 den Effekt des
grofleren Integrationsbereichs nEZ wieder authebt.

2.3.2. Matrixelemente von H;

Die Matrixelemente des Storpotentials Hj beziiglich der Basisfunktionen
XLCk ergeben sich folgendermafien:

(nkIC|Hi|n' K' K'Y = /d3r e*i(k+’c)"u:‘l,CHlei(lecl)"un,,C/ (2.22)

Kristall

Da Hj ein Potential und damit multiplikativ ist, vertauscht es mit allen
tibrigen Faktoren innerhalb des Integrals Gl. 2.22. Dadurch ergibt sich der
gleiche Faktor wie auf der linken Seite von Gl. 2.15, so daf$ Gl. 2.22 sich
mit der Fourier-Entwicklung Gl. 2.10 als

(nkIC|H|n' K'IC") = ) Bl py /d3rei(k/_k)"ei(cm’_cm)"
m

’ U
S exe Kristall

= (27‘[)3 Z B:;Z/ pm/é(Gml - Gml + kl - k) (2‘23)

mm KK
= (21)%6(k' — k) Y B 0O

m,m' KK

schreiben 1d8t. Der letzte Schritt ist moglich, da k und k' aus nBZ sind, zu

14
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der die { G, } als reziproke Gittervektoren gehoren. Hier bietet es sich an

VEK".— (27)? Y Bl 0w
mm KK
3 ' -, (2.24)
= 7(2(7;) /d?’re”’c"u;‘l,cHlel’C Tty
nEZ
zu definieren, so dafl wir insgesamt
(nkIKC|Hy|n' K K') = 5(K — k)VEK' (2.25)

erhalten.

Setzen wir nun Gl. 2.21 und GL. 2.25 in Gl. 2.18 ein, so erhalten wir als
letztendlich zu losende Gleichung:

hz 2 K h K K
(Sn(’C) + %k ) An (k) + E Zk . pnn’An’<k)

+ Y VER AR (k) = E(k)AK(K)
/’C/

(2.26)

Es ist auffallend, daf8 Gl. 2.26 diagonal in k ist, weshalb sich die Energie-
eigenwerte E(k) wieder nach dem Kristallimpuls k klassifizieren lassen,
d.h. es ergibt sich wiederum eine Bandstruktur. Dies unterscheidet sich
von dem, was Luttinger und Kohn (1955) bei der Ableitung der EFA erhiel-
ten, die dieser Herleitung als Vorbild diente. Doch ist dies einfach dadurch
zu erkldren, daf hier von einer periodischen Stérung Gl. 2.17 ausgegan-
gen wurde und damit — bei geeigneter Wahl der Entwicklungspunkte im
reziproken Raum - auch ihre Matrixelemente diagonal in k sind.>

STatsdchlich fiithren sie zunéchst mehr Parameter ein, deren Form sich aus Symmetrietiber-
legungen ergibt, vernachldssigen dann aber die Ubrigen.
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2. Periodische Storungen im Rahmen der k - p-Theorie

2.4. Diskussion

Als erstes ist festzustellen, dafd sich Gl. 2.26 auf die normale k - p-
Gleichung Gl. 2.5 reduziert, wenn alle Vn’CnfC/ verschwinden und nur ein
Entwicklungspunkt /C herangezogen wird. Schreiben wir Gl. 2.26 fiir
ijd und zwei Entwicklungspunkte in Matrixform,
so erhalten wir eine Matrix der Form

k - p-Matrix fiir K ‘ 0 Vn’fjc ‘ VnKn/’C/
0 | k - p-Matrix fiir K’ VKK ‘ VKK

nn’

nichtverschwindende

fiir den Hamilton-Operator Hy + H; in der Basis der Xn’Ck' Dabei stellt
jeder der obigen Quadranten eine unendlich-dimensionale Matrix dar, da
es zu jedem Punkt im reziproken Raum unendlich viele Losungen der
ungestorten Schrodingergleichung Gl. 2.9 gibt, und damit auch unendlich
viele Basisfunktionen XnKk zu jedem Entwicklungspunkt /C.

Insgesamt ist es also gelungen, die Differentialgleichung Gl. 2.11 auf die
algebraische Gleichung Gl. 2.26 zurtickzufiihren. Da hierfiir ein vollstdn-
diges Orthonormalsystem von Zustdnden verwendet wurde, ist Gl. 2.26
dquivalent zu Gl. 2.11. Dies ist vergleichbar zu der in Kap. 2.1 gezeigten Si-
tuation in normaler k - p-Theorie, wo auch ein differentielles Problem auf
ein unendlich-dimensionales algebraisches Problem zurtickgefiihrt wird
(Kane 1966). Dieses unendlich dimensionale Problem konnen wir wie-
der mit Hilfe der Lowdin-Storungstheorie auf ein endlich-dimensionales
Problem reduzieren, wenn wir die Basisfunktionen Xn’ck in zwei Gruppen
zerlegen konnen, wie in Kap. 2.1 skizziert.

2.5. Mogliche Erweiterungen

Da Gl. 2.26 formal grofe Ahnlichkeit mit der Standard k - p-Gleichung
GL 2.5 aufweist, sind die in Kap. 2.1 erwdhnten Erweiterungen auch hier
moglich.

So ist es sinnvoll, die Spin-Bahn-Wechselwirkung Gl. 2.8 als zusétzlichen
Term im Hamilton-Operator zu berticksichtigen, wenn die Dispersion
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2.6. Vergleich mit anderen Methoden

im Valenzband beschrieben weden soll. Es bietet sich an, diesen Term
wiederum stérungstheoretisch zu behandeln, da sich dann die Anzahl der

notwendigen Impulsmatrixelemente p;Cn, und Potentialmatrixelemente
KK

Vnn’

miissen wir analog zu Kap. 2.1 von p’ncn/ zZu n]’fn, iibergehen, die sich in

nicht erhoht. Fiir die Wechselwirkung mit anderen Zustdnden

ihrer Definition darin unterscheiden, daf8 in Gl. 2.20 p durch p + ﬁ (o %
VV) ersetzt werden mufl (Luttinger und Kohn 1955).

Da in Gl 2.8 der Gradient des Kristallpotentials V' auftritt, stellt sich
die Frage, ob das Storpotential H; hier berticksichtigt werden mufs. Nor-
malerweise ist dies nicht zu erwarten, da die Spin-Bahn-Wechselwirkung
auf Grund des Storpotential H; eine Storung hoherer Ordnung darstellt.
Falls die Storung H; aber (teilweise) durch Relaxationen hervorgerufen
wird, so ist es vorstellbar, daf8 H; zwar klein ist, die Gradienten von H;
aber vergleichbar zu denen des Kristallpotentials sind.

Weiterhin konnen auch die Methoden von Bir und Pikus (1974) zur
Berticksichtigung von Verzerrungen durch externen Druck im Rahmen
unserer Theorie angewendet werden. Auch der Schritt von Standard k - p-
Theorie zur EFA 148t sich verallgemeinern, so daf$ auch der Einfluf$ flacher
Storstellen oder Magnetfelder untersucht werden kann. Dabei konnen wir
dem Vorgehen von Luttinger und Kohn (1955) folgen, da die von uns ge-
wihlte Basis Gl. 2.12 sehr dhnlich zu der Basis ist, die sie verwendeten. Fiir
Storstellen konnte es dabei moglich sein, nichtdquivalente Einbauplitze
zu unterscheiden.

2.6. Vergleich mit anderen Methoden

Eine dhnliche Methode zur Berticksichtigung der Mischung von Zustan-
den von verschiedenen Punkten des reziproken Raumes im Rahmen
von k - p bzw. EFA hat Foreman (1998) vorgeschlagen. Er geht dabei
unmittelbar von einer grofleren Einheitszelle aus, die der hier verwende-
ten nEZ entspricht. Beziiglich der mit dieser Einheitszelle verbundenen
Brillouin-Zone gehoren alle Blochzustdnde, die hier zur Basis beitragen,
zu einem Punkt des reziproken Raumes. Damit entfallt der in Kap. 2.2
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2. Periodische Storungen im Rahmen der k - p-Theorie

gefiihrte Beweis der Vollstandigkeit und Orthonormalitdt und normale
k - p-Gleichungen konnen fiir das ungestorte Problem verwendet werden.
Fiir die durch das Storpotential induzierten Wechselwirkungen — bei Fore-
man das Potential eines einzelnen Heterotibergangs zwischen AlAs und
GaAs — ergeben sich dann Matrixelemente zwischen Blochzustédnden an
einem Punkt des reziproken Gitters.

Dieser Ansatz ist im wesentlichen dquivalent zu dem hier gewahlten. Al-
lerdings geht die Blockdiagonal-Form des Hamilton-Operators beziiglich
der k - p-Wechselwirkung zunéchst verloren. Der k - p-Hamilton-Operator
fiir die groflere Einheitszelle enthilt zunédchst Impulsmatrixelemente, de-
ren Verschwinden erst aus einer zusitzlichen Betrachtung folgt. Vergleich-
bar zu den hier erhaltenen Ergebnissen wiirde sich bei einer solchen
Betrachtung auch ergeben, daff die tatsdchlich benétigten Impulsmatri-
xelemente die gleichen sind, wie sie in einer k - p-Rechnung fiir den
ungestorten Kristalls in seiner primitiven Einheitszelle benotigt werden,
wenn alle {/IC} unabhingig voneinander als Entwicklungspunkte ver-
wendet werden. Dies ist deshalb von Vorteil, da der ungestorte Kristall
im Allgemeinen eine hohere Symmetrie aufweist, so daf$ aus gruppen-
theoretischen Griinden insgesamt weniger unabhidngige Parameter zu
beriicksichtigen sind.

Bei dem Problem der Mischung von Blochzustinden wie es Foreman
betrachtet, spielt dies nur eine untergeordnete Rolle. Doch hier sollen auch
Energiedispersionen berechnet werden, und da ist diese Reduzierung der
Anzahl der unabhéngigen Paramter wichtig.

Das fiir die Berechnung der Energiedispersionen verwendete Verfah-
ren weist Ahnlichkeiten mit Methoden auf, die auf Manuel Cardona
(1963) zuriickgehen. Dabei werden die Impulsmatrixelemente in Halblei-
tern mit Zinkblende-Gitter auf entsprechenden Matrixelemente isoelek-
trischer Halbleiter mit Diamant-Gitter zuriickgefiihrt.® Das inversions-
asymmetrische Potential, das den Unterschied zwischen Zinkblende- und
Diamant-Struktur beschreibt, wird dazu als Stérung eines zugrundeliegen-
den Diamant-Gitters aufgefaSst. Die Blochzustdnde der polaren Materialien

®Dieser Begriff wurde zuerst von Wei und Zunger (1989) eingefiihrt.
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2.6. Vergleich mit anderen Methoden

konnen dadurch als Uberlagerung von Zustinden eines unpolaren Materi-
als dargestellt werden. Damit ergeben sich auch die Impulsmatrixelemente
aus Uberlagerungen der Impulsmatrixelemente des unpolaren Materials.
Im Diamant-Gitter gibt es aber auf Grund der hoheren Symmetrie weni-
ger unabhéngige Parameter, so daf auf diesem Weg unbekannte Impuls-
matrixelemente der Zinkblende-Struktur durch bekannte Energieunter-
schiede und Impulsmatrixelemente des isoelektrischen Diamant-Gitters
ausgedriickt werden konnen. Der wesentliche Unterschied zu dem hier
behandelten Problem besteht darin, dafs das von Cardona verwendete
Storpotential das Bravais-Gitter des Kristalls nicht dndert, so daf$ keine
Mischung von Zustdnden verschiedener Punkte im k-Raum auftritt. Zu-
dem ist es in diesem Fall ausreichend, nur ein Impulsmatrixelement und
ein Potentialmatrixelement zu ber{icksichtigen, was das Problem deutlich

vereinfacht.
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3. Anwendung auf geordnetes GalnP,

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie sich die in Kap. 2 abgeleitete
Theorie auf ein konkretes Problem, die effektive Masse der Elektronen im
Leitungsband von (teil-)geordnetem GalnP,, anwenden laft.

3.1. Allgemeines zum Materialsystem

Viele III-V-Halbleiterlegierungen A,B;_,C mit Kationen A und B zeigen
spontane, langreichweitige CuPt-Ordnung, wenn sie mit metallorgani-
scher Gasphasen-Epitaxie [metalorganic vapour phase epitaxy (MOVPE)]
auf (001)-orientierten Substraten gewachsen werden (Zunger und Maha-
jan 1994). Die geordnete Phase besteht aus abwechselnden Monolagen
Axiy/2Biox—y2Cund Ay, /5B1_ 1y, /2C, die léngs der [111]-Richtung an-
geordnet sind. Dabei ist 0 < 1 < 1 der Ordnungsgrad. Die [111]-Richtung
wird als Ordnungsrichtung bezeichnet.”

Ein prominentes Beispiel fiir diese Materialien ist GayIn;_,P. Mit GaInP,
wollen wir den Fall x ~ 0.5 bezeichnen, der gitterangepafst auf GaAs
Substraten aufgewachsen werden kann (Thomas Kippenberg 1997). Ein
Vergleich der mikroskopischen Struktur der ungeordneten Zinkblende-
Struktur und einem CuPt-geordneten Material ist in Abb. 3.1 zu sehen.

Abb. 3.1(b) zeigt den Fall idealer Ordnung, d.h. Ordnungsgrad r = 1.
Allerdings wurden im Experiment bisher nur teilgeordnete Proben gefun-
den. Das bedeutet 77 < 1, so daB8 auf aufeinanderfolgenden (111)-Ebenen
die Wahrscheinlichkeit abwechselnd erhoht (erniedrigt) und erniedrigt (er-
hoht) ist, ein Ga (In) Atom zu finden. Dabei hdngt der Ordnungsgrad von
verschiedenen Wachstumsbedingungen wie Temperatur und Substratori-
entierung ab.

"Diese sind zu den kovalenten Bindungen in der Chemie vergleichbar.
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3. Anwendung auf geordnetes GalnP,

® 00O

P Ga In Ga/ln

(@) (b)

Abbildung 3.1.: Vergleich der mikroskopischen Struktur in einem (a) Zinkblende-
Gitter mit einem (b) vollstiandig CuPt-geordneten Material.
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3.1. Allgemeines zum Materialsystem

Abbildung 3.2.: Brillouin Zone eines Kristalls mit Zinkblende-Struktur
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3. Anwendung auf geordnetes GalnP,

Beim Ubergang vom ungeordneten (7 = 0) Zinkblende-System zu
einem CuPt-geordneten Kristall wird die Einheitszelle verdoppelt und
damit die Brillouin-Zone halbiert. Die Punktgruppe des Kristalls reduziert
sich von T; zu C3,.> Diese Verkleinerung der Brillouin-Zone bewirkt ein
Zurtickfalten von Zustdnden. An jedem Punkt der neuen Brillouin-Zone
finden sich Zustdnde, die sich urspriinglich an zwei verschiedenen Punk-
ten der Brillouin-Zone des Zinkblende-Gitters befanden. Die fiir uns inter-
essanten Zustdnde befinden sich im Zentrum der neuen Brillouin-Zone.
Der eine Teil der dort zu findenden Zustédnde war auch im Zinkblende-
Gitter schon am I'-Punkt. Der andere Teil faltet von dem L-Punkt zuriick,
der in Ordnungsrichtung liegt.3

Dies fiihrt zu einer ganzen Reihe von Effekten, von denen wir die wich-
tigsten hier behandeln wollen. Zwei der auffilligsten sind die Reduzierung
der Bandliicke um AEpgr und die Kristallfeldaufspaltung Acg. Letzteres
bedeutet, daf3 das ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung dreifach entartete
I'5y-Valenzbandmaximum in einen zweifach entarteten I3y (Isy)-Zustand
und einen einfach entarteten I (I5y)-Zustand aufspaltet.4

Wird die Spin-Bahn-Wechselwirkung berticksichtigt, so zeigt sich die
Kristallfeldaufspaltung in einer Aufhebung der vierfachen Entartung
des I3, Valenzbandes. Die sich hier ergebende Aufspaltung entspricht
nicht der Kristallfeldaufspaltung. Aus der Valenzbandaufspaltung lafst
sich aber die Kristallfeldaufspaltung berechnen, wenn fiir die Spin-Bahn-
Wechselwirkung die quasikubische Ndaherung gemacht wird (Bir und
Pikus 1974), bei der eine von der Symmetrie her mogliche Anisotropie in
der Spin-Bahn-Wechselwirkung vernachlassigt wird.

Theoretische Vorhersagen (Wei und Zunger 1998) und Messungen (Flue-
gel u. a. 1997; Forrest u. a. 1998) haben gezeigt, dafs zwischen Band-
liickenreduzierung AEggr und Kristallfeldaufspaltung Acg eine vom Ord-

*Die Bezeichnungen von Punktgruppen und derer (irreduziblen) Darstellungen folgt der
Notation von Koster u. a. (1963).

3Den vier prinzipiell moglichen Ordnungsrichtungen entsprechen auch vier L-Punkte.

4Bei der Notation der Zustande in der teilgeordneten Phase, folgen wir hier der z.B. bei
Wei, Franceschetti, und Zunger (1995) zu findenden. Dabei wird die Symmetrie eines Zu-
standes im CuPt-geordneten Kristall mit einem Strich versehen, wihrend die Symmetrie
desjenigen Zinkblende-Zustands der mafigeblich beitrdgt in Klammern angegeben wird.
Die Zuordnung der Zinkblende-Zustdnde ist Abb. 3.3 zu entnehmen.
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3.2. Beschreibung der effektiven Massen im Leitungsband

nungsgrad unabhdngige Beziehung herrscht. Fiir GaInP, finden diese
Autoren

AE
Ctheo = A]ZCF;R =269 bzw. (e ~ 2,65. (1)

Weiterhin sind in (teil-)geordnetem GaInP, optische Uberginge moglich,
die im ungeordneten Fall dipolverboten sind. Einer von diesen ist der
Ubergang I3y (Isy) — [1c(Lyc), der vor kurzem genauer untersucht wurde
(T. Kippenberg u. a. 1999). Tragt man die Ubergangsenergie als Funktion
der Bandliickenreduzierung auf, so ergibt sich eine Gerade mit Steigung
8 = 0,48. Es besteht also ein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem
Ordnungsgrad, reprasentiert durch die Bandliickenreduzierung AEgpgg,
und der Anderung AEr_,1 der Energie des Ubergang I3y (Is5y) — Tc(Lic),
gegeben durch

AE
g =""1=L _ 048

= 2
AEgGR G-2)

3.2. Beschreibung der effektiven Massen im Leitungsband

Die bisher erwédhnten Untersuchungen beschiftigten sich nur mit den
Energien verschiedener Zustidnde in Abhingigkeit vom Ordnungsgrad,
d.h. mit statischen Eigenschaften. Eine wichtige Grof3e bei der Beschrei-
bung dynamischer Eigenschaften — z.B. Transportphdnomenen — sind die
effektiven Massen der Elektronen im Valenz- und Leitungsband.

Als erste versuchten Raikh und Tsiper (1994), die effektive Masse im
Leitungsband tiber die Kopplung zwischen den Bandern I3, und L. im
Rahmen einer Effektive-Massen-Naherung zu beschreiben. Das unbekann-
te Matrixelement fiir diese Kopplung pafiten sie dabei an beobachtete
Bandliickenreduzierungen an, da L. energetisch hoher liegt als I7. und
die Kopplung zu einer Abstofsung dieser Zustdnde fiihrt. Aufferdem mi-
schen die Zustdnde auf Grund dieser Kopplung. Da die effektiven Massen
von Lj. anisotrop und grofler als bei I3, sind, ergibt sich mit diesem
Modell die Vorhersage eines Anstiegs der effektiven Masse im untersten
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3. Anwendung auf geordnetes GalnP,

Leitungsband als Funktion des Ordnungsgrades. Dabei sollte der An-
stieg parallel zur Ordnungsrichtung grofer sein als senkrecht zu ihr, also
my > m’ > m¢. Hier bezeichnet m die isotrope effektive Masse von
I, ml*‘ die effektive Masse parallel zur Ordnungsrichtung und m" die
effektive Masse senkrecht zur Ordnungsrichtung.

Problematisch bei diesem Ansatz ist, dafd die Bandliickenreduzierung
zu einer Verstirkung der Wechselwirkung zwischen Valenzbandmaxi-
mum und Leitungsbandminimum fiihrt, was eine Reduzierung der ef-
fektiven Masse im Leitungsband zur Folge hat. Dies wurde von Zhang
und Mascarenhas (1995) untersucht. Ausgehend von einem acht Bander
(I6c, I3y, Iv) umfassenden k - p-Hamilton-Operator fiir den ungeordneten
Kristall, berticksichtigten sie die Ordnungseffekte durch zwei Parameter,
welche die Bandliickenreduzierung und Kristallfeldaufspaltung beschrei-
ben.> Sie erhielten damit eine reduzierte effektive Masse im Leitungsband.
Bedingt durch die Kristallfeldaufspaltung im Valenzband fiel diese in
Ordnungsrichtung schwécher aus, also m{ > m‘*| >m.

In diesem Ansatz fehlen aber die Effekte der I'-L-Mischung, die nicht
vernachldssigbar sind. Franceschetti, Wei, und Zunger (1995) zeigten dies,
indem sie ab initio Bandstruktur-Rechnungen (Dichtefunktionaltheorie in
lokaler Dichtendherung) fiir den ideal geordneten Fall durchfiihrten. Dabei
fanden sie m} > mj, in Ubereinstimmung mit obigen Rechnungen. Aber
die effektive Masse im ungeordneten Material befand sich zwischen diesen
beiden Werten, also m*‘ > m¢ > m’ . Die Schlufifolgerung der Autoren war,
daf’ die effektive Masse der Leitungsbandelektronen empfindlich davon
abhingt, in welchem Verhiltnis I'-L-Mischung und verstirkte Kopplung
zum Valenzband zueinander stehen.

Sowohl die I'-L-Mischung, als auch die verstiarkte Kopplung zum Va-
lenzband beruhen beide auf der Wechselwirkung zwischen Zinkblende
I'- und L-Zustanden. Ein Modell, das diese Wechselwirkung richtig be-
schreibt, sollte deshalb auch in der Lage sein, die Ordnungsabhéngigkeit
der effektiven Masse im Leitungsband korrekt zu beschreiben. Ein solches
Modell ist mit der in Kap. 2 abgeleiteten Theorie moglich, und wir wollen

5Tatsdchlich fithren sie zunédchst mehr Parameter ein, deren Form sich aus Symmetrietiber-
legungen ergibt, vernachldssigen dann aber die Ubrigen.
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sie nun auf dieses Problem anwenden.

3.3. Wahl der Basisfunktionen

Das ungestorte Problem von dem wir ausgehen wollen ist der ungeordnete
Kristall, beschrieben durch den Hamilton-Operator Hy. Fiir diesen benoti-
gen wir als Parameter die Energieeigenwerte ¢, (k) und die Impulsmatrix-
elemente pzlcn, aus Gl. 2.21. Dazu fithren wir eine Bandstruktur-Rechnung
durch und beschreiben dabei den ungeordneten Kristall mit der Naherung
eines virtuellen Kristalls [virtual crystal approximation (VCA)]. Fir diese
Berechnung verwenden wir die Methode der Linearkombination atomarer
Orbitale [linear combination of atomic orbitals (LCAO), oft auch tight-binding
approximation (TBA) genannt]. Dabei bleibt die Spin-Bahn-Wechselwirkung
unberticksichtigt. Die Spin-Bahn-Aufspaltung ist mit einem Betrag von
etwa 100 meV verglichen mit einer Bandliicke von 1,97 eV nicht vernach-
lassigbar, doch ist der Einfluf§ der Spin-Bahn-Aufspaltung auf die effektive
Masse im Leitungsband sehr gering. Auf Details dieser Rechnung wer-
den wir im Anhang Kap. A eingehen. Ergebnisse sind z.B. in Abb. 3.3
dargestellt.

Die Storung H; entspricht dem Unterschied zwischen dem Kristallpo-
tential im (teil-)geordneten und ungeordneten Fall. Dieses Ordnungspo-
tential®
hat nicht mehr die Symmetrie des Zinkblende-Gitters (Punktgruppe T)
sondern die der geordneten Phase, fiir die CuPt-Struktur also Punktgrup-
pe C3,. Deshalb ist es in der Lage, Zustdande verschiedener Symmetrie im
Zinkblende-Gitter zu koppeln, wenn sie in der CuPt-geordneten Struktur
die gleiche Symmetrie haben. Dabei wollen wir nur Kopplungen zwi-
schen Zustdnden berticksichtigen, die zu verschiedenen k-Punkten im
Zinkblende-Kristall gehoren, aber nach der Faltung am gleichen k-Punkt
zu finden sind. Das bedeutet, daf$ in der Entwicklung Gl. 2.10 nur dieje-
nigen Koeffizienten p,, berticksichtigt werden, die zu neuen reziproken
Gittervektoren G, gehoren, aber nicht die, die zu alten reziproken Gitter-

®Dieser Begriff wurde zuerst von Wei und Zunger (1989) eingefiihrt.
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E(k) (eV)
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3.3. Wahl der Basisfunktionen

vektoren G, gehoren. Raikh und Tsiper (1994) haben gezeigt, daf8 dies im
Rahmen der VCA exakt gilt, wenn im geordneten Kristall keine Relaxatio-
nen auftreten. Experimente, welche das Maf$ an Relaxation untersuchten,
wurden bisher nicht veroffentlicht. Theoretische Untersuchungen (Wei,
Franceschetti, und Zunger 1995; Yeo u. a. 1997) lassen keinen eindeutigen
Schlufs zu, ob Relaxationen notwendig sind oder nicht, um beobachtete
Grofien wie z.B. die Kristallfeldaufspaltung zu erklaren. Allerdings stim-
men sie darin iiberein, dafl Relaxationen auch die Kopplung zwischen
Zustianden von verschiedenen k-Punkten der Zinkblende-Brillouin-Zone
verstdarken wiirden, so dafl es gerechtfertigt erscheint, die Matrixelemente
zwischen Zustdnden vom gleichen k-Punkt zu vernachldssigen. Fiir die in
Kap. 2.4 skizzierte Matrixform des Hamilton-Operators heifit dies, dafs
die Vn’CnZC und Vn’Cni’C/ nicht berticksichtigt werden.

Wie in Kap. 2.2 gezeigt, sind die Zustdnde von I'- und L-Punkt, die hier
den Satz {IC} aus Kap. 2.2 bilden, ein vollstdndiges Orthonormalsystem.
Doch ist das sich daraus ergebende unendlich-dimensionale Gleichungs-
system fiir praktische Rechnungen nicht praktikabel, weshalb die Ein-
schrankung auf eine geeignete Basis ein wichtiger Schritt ist. Die kleinste
Basis, die es noch ermdglicht die wesentlichen physikalischen Vorgédnge
zu beschreiben, enthilt die Zustdande I, I5y, Lic und L3y (siehe Abb. 3.3).
Zwischen den Leitungsbandzustidnden ist auf Grund des geringen Ener-
gieabstandes eine starke Wechselwirkung zu erwarten. Die Mischung
dieser Zustdnde beeinflufit die effektiven Massen im Leitungsband un-
mittelbar. Zusdtzlich reduziert sich noch die Bandliicke, was die k - p-
Wechselwirkung mit dem Valenzband verstarkt. Um dies zu beschreiben,
reicht es aber nicht aus, nur die I5,-Zustdnde zu berticksichtigen, da die
Kristallfeldaufspaltung zu einer Anisotropie in der k - p-Wechselwirkung
zwischen Valenz- und Leitungsband fiihrt. Die Kristallfeldaufspaltung
konnen wir aber nur tiber die Wechselwirkung zwischen I5,- und L3, -
Zustianden erklédren, so dafd die Ls,-Zustidnde auch in die Basis aufgenom-
men werden miissen.
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3.4. Der k - p-Hamilton-Operator

Die Form des k - p-Hamilton-Operators, der zur Basis aus Kap. 3.3 gehort,
148t sich aus allgemeinen gruppentheoretischen Uberlegungen ableiten.
Dabei wollen wir zunéchst die Standard k - p Teile betrachten.

Der k - p-Hamilton-Operator fiir I, und I, ist wohlbekannt. Vernach-
lassigen wir das Fehlen von Inversionssymmetrie und wéhlen x, y und z
entlang der kubischen Kristallachsen [100], [010] und [001], so ist er durch

2
Ere+ %kz . . .
iPrk iPrk iPrk
—|—A/k2 I'tx 'ty 'tz
nZ 12 1.2
. »—k=+ L'k
—iPr*k 2m x N'kyk N'kyk
I fx +M’(k§+k§) xRy xRz
Hr = n2 12 1.2
_iPrk N'ksk 2wk + Lk N'kyks
! ! +M (K2 + K2) !
n2 12 1.2
. k= + L'k
—iPr*k N'kyk N’k k 2m z
r o " +M (K + k)

(33)

in der Basis |I1.), [IZ,), |IZ,) und |IZ,) gegeben (Kane 1966), wobei

A', L', M und N’ die Wechselwirkung mit energetisch weiter entfernten

Béandern représentieren, die iiber Léwdin-Storungstheorie (Lowdin 1951)

berticksichtigt wurde; m ist die Masse des freien Elektrons. Das reduzierte
Impulsmatrixelement Pr ist gegeben durch

h
PF: (Flc‘Px|F5xv>~

—i=
m
Dieses Matrixelement bezieht sich dabei auf ein Integral {iber die Ein-

heitszelle von ungeordnetem GalnP, von der Form Gl. 2.20. Dort ent-

spricht der Integrationsbereich zwar der Einheitszelle von geordnetem

GalnP,, doch wie bereits in Kap. 2.3.1 erwédhnt, hiangt der Wert des Impuls-

matrixelements nicht vom Integrationsbereich ab, da sich das auftretende

Normierungsvolumen entsprechend &ndert.

Der Hamilton-Operator fiir das Lz,-Band ist z.B. bei Bir und Pikus
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3.4. Der k - p-Hamilton-Operator

(1974) zu finden, wobei wiederum Terme linear in k, die von der Inversi-
onsasymmetrie des Zinkblende-Gitters herriihren, vernachlédssigt werden.
Wir wollen aber die Wechselwirkung mit L;. explizit beriicksichtigen, so
daff wir untersuchen miissen, welche Impulsmatrixelemente zwischen
diesen Zustdnden existieren. Wihlen wir die z-Achse parallel zur [111]-
Richtung, so transformiert sich die z-Komponente des Impulsoperators
gemdf der irreduziblen Darstellung I von Cz,, x- und y-Komponente
wie I3. Das Wigner-Eckart-Theorem zusammen mit den bei Koster u. a.
(1963) tabellierten Clebsch-Gordan-Koeffizienten ergibt nun, dafs es am
L-Punkt, dhnlich wie am I'-Punkt, nur ein reduziertes Impulsmatrixele-
ment innerhalb der von uns gewihlten Basis gibt. Im Unterschied zum
I'-Punkt gibt es aber keine Kopplung in z-Richtung, da (Li.|pz|Lsy) =0
gilt.” Somit erhalten wir

Eyc+ szz

2m

iPLk iPLk
+FK2 + Gk2 e H

2
Ey + 2£k2 + Ak

Chkyk
+B(K2 + k2) + Chyk, e

Ery + 12K2 4 AK2
+B(k3 + ky) + Chyk,
(3-4)
in der Basis |Ly.), [L3,) und |L% ), wobei A, B, C, F und G die Wech-
selwirkung mit energetisch weiter entfernten Bandern beschreiben. Das

reduzierte Impulsmatrixelement Py, ist gegeben durch

h
b= *ZE<Llc‘pX|L§V>-

Dabei wurde neben &, || [111] noch é || [110] und é, || [112] gewdhlt.
Da dann x in einer Spiegelebene von Cs;, liegt, ¥ dagegen senkrecht zu
dieser steht, erkladrt dies die x-y-Asymmetrie in GL. 3.4.

Damit wir bei der Bestimmung der moglichen Potentialmatrixelemen-

7In der Sprache der Gruppentheorie heifit das, daf8 It nicht in der Produktdarstellung
Il ® I3 enthalten ist.
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3. Anwendung auf geordnetes GalnP,

4
S 0f
L
<
L
4+
\ /
\ I s
-8
L A T A X W K L w X K X Tr
k

Abbildung 3.4.: Bandstruktur in ungeordnetem GalnP,. Senkrecht zur [111]-
Richtung ist die Dispersion am L-Punkt qualitativ dhnlich zu der am I'-

Punkt.
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3.4. Der k - p-Hamilton-Operator

te das Wigner-Eckart-Theorem effektiv anwenden kénnen, miissen wir
Gl. 3.3 im gleichen Koordinatensystem wie Gl. 3.4 schreiben. Da wir hier
nicht versuchen wollen, die Dispersion der Valenzbdnder zu beschreiben,
brauchen wir die Parameter L', M’ und N’ in Gl 3.3 nicht zu bertick-
sichtigen, wodurch die notige Drehung des Koordinatensystems fiir die
Hamilton-Matrix Gl. 3.3 trivial wird. Aus den selben Griinden kdnnen wir
auch A, B und C in Gl. 3.4 vernachlassigen.

Es ist bekannt, dafs im Zentrum der Brillouin-Zone die effektive Masse
des untersten Leitungsbandes zum grofsiten Teil {iber die Wechselwirkung
mit dem Valenzbandmaximum erklédrt werden kann. Dabei stammt der
zweitgrofite Anteil von der Wechselwirkung mit dem untersten sich nach
I's transformierenden Leitungsband. Das mit dieser Wechselwirkung as-
soziierte Matrixelement Pr’ (siche Abb. 3.5) betrdgt aber etwa 0,35Pp (M.
Cardona, Christensen, und Fasol 1988) und soll deshalb hier vernachlassigt
werden. Wir wihlen also A’ = 0 in der Hamilton-Matrix Gl. 3.3.

In Abb. 3.4 ist zu sehen, dafi die Dispersion am L-Punkt senkrecht
zur [111]-Richtung qualitativ dhnlich zu der am I'-Punkt ist. Auch die
Beziehung zwischen P’ und P ist vergleichbar zu der von P’ und Pr, wie
Manuel Cardona (1963) zeigen konnte. Deshalb wollen wir auch diesen
Fernbandbeitrag vernachlédssigen und damit in Gl. 3.4 F = 0 wéhlen.

Nur die Dispersion am L-Punkt parallel zur [111]-Richtung 148t sich
nicht mit Wechselwirkungen innerhalb der hier gewéahlten Basis erkldren.
Deshalb behalten wir G als einzigen Beitrag energetisch weiter entfernter
Bander in unserem Modell.

Die Bestimmung der moglichen Potentialmatrixelemente ist direkt tiber
das Wigner-Eckart Theorem moglich.® Li. und H; transformieren sich
gemdf3 I7 von C3,, L3, und Lgv transformieren sich gemeinsam gemaf I5.
Die Wellenfunktionen des I'-Punkts haben ein wohldefiniertes Transforma-
tionsverhalten unter den Operationen von Tj;. Uns interessiert aber, wie sie
sich unter Transformationen von Cs, verhalten. Da Cz, eine Untergruppe

8Da sich H; gemaf3 der trivialen Darstellung I7 von Cz, transformiert, kann auch eine
spezielle Form des Wigner-Eckart-Theorems verwendet werden (Cornwell 1969). Diese
besagt, dafs dann nur Matrixelemente zwischen Zustanden méglich sind, die sich nach
der gleichen irreduziblen Darstellung transformieren, und die dazugehorigen Clebsch-
Gordan-Koeffizienten proportional zur Einsmatrix sind.
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Abbildung 3.5.: Bandstruktur in ungeordnetem GalnP mit (a) k - p- und (b)
Potential-Matrixelementen.

34



3.4. Der k - p-Hamilton-Operator

der Ty ist, lafit sich diese Frage mit Hilfe der Kompatibilitdtsrelationen
beantworten, wie sie bei Koster u. a. (1963) zu finden sind. Mit dem bei
Gl. 3.4 verwendeten Koordinatensystem erhalten wir, daf8 sich I}, und
IZ, gemifs I7 von C3, transformieren, und dafs I, und I 5yv sich gemein-
sam gemdf$ I3 von C3, transformieren. Damit ergibt sich, daf8 es nur drei
verschiedene Matrixelemente zwischen den Zustidnden in unserer Basis
gibt:

Vi1 = (Ie|Hi|Lye)
V35 = <F5xV|H1|L§V> = <F5yv‘H1|Lgv> (35)
Vis = (I5,|H1|L1c)

Dabei bezieht sich das Matrixelement auf ein Integral tiber die Einheits-
zelle von geordnetem GalnP, von der Form GI. 2.24. Ordnungsbedingte
Wechselwirkungen mit Zustdnden aufierhalb der hier gewéhlten Basis
werden wegen des grofien energetischen Abstands dieser Niveaus nicht
bertichsichtigt.

Abb. 3.5 zeigt nochmal im Uberblick, welche Matrixelemente in unserem
Modell beriicksichtigt werden (durchgezogenen Linien). Als durchbro-
chene Linien sind noch diejenigen Impuls- und Potentialmatrixelemente
eingezeichnet, die bei einer Verfeinerung des Modells als erste berticksich-
tigt werden sollten.

Fassen wir nun Gl. 3.3 und Gl. 3.4 mit diesem Ergebnis zusammen, so
erhalten wir als Hamilton-Operator
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3. Anwendung auf geordnetes GalnP,

Hrp =

Ere+ 12K | iPrk, iPrk, | iPrk, Vip 0 0
—iPrk, | K2 0 0 0 Vs 0
—iPr'ky | 0 ER2| 0 0 0 Vss
—iPr*k, 0 0 | L2 Vis 0 0

v 0 0 v Eic+ 12K iP k iPLk
11 15 +Gk§ LAx L%
0 Ve o0 0 —iPL*ky | Ery + L2 0
0 0 Vi 0 —iPL*ky 0 Epy+ 1

in der Basis |I'.), |I2,), |F5yv>, IIZ,), |Lic), |L3,) und |Lgv>. Dabei haben
wir die oben genannten Naherungen beziiglich der Fernbandbeitrige

bereits berticksichtigt.
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4. Ergebnisse und Diskussion

4.1. Diagonalisieren des Hamilton-Operators

Die Diagonalisierung des k - p-Hamilton-Operators (??) wollen wir in meh-
reren Schritten vornehmen. Die Idee dabei ist, dafl wir zundchst G1.~(??)
fiir k = 0 diagonalisieren. Dadurch erhalten wir neue Basisfunktionen, die
sich als Linearkombination der alten Basisfunktionen darstellen lassen, so
dafs wir die k - p-Wechselwirkungen zwischen diesen neuen Basisfunk-
tionen angeben kénnen. Danach kénnen wir dann diese Kopplungen in
zweiter Ordnung Stérungstheorie behandeln, um die effektiven Massen
zu erhalten.

4.2. Entkopplung von Valenz- und Leitungsband

In GL.~(??) haben wir gesehen, daf V;s, verglichen mit den dazugehorigen
Energienennern, das Matrixelement mit dem geringsten Effekt ist. Wie wir
noch sehen werden, gilt | V31| ~ 200 meV fiir die hochstgeordneten Proben,
die im Experiment bisher gefunden wurden. Setzen wir aber nun die Werte
aus Tab.~?? ein, so erhalten wir, daf8 auch |Vj5| ~ 200 meV ist und damit
eine Grofienordnung kleiner als der dazugehorige Energienenner. Dies
rechtfertigt es, diese Kopplung storungstheoretisch zu behandeln.

Dabei wollen wir Lowdin-Storungstheorie (Lowdin 1951) verwenden,
wie wir sie in Kap. 2.1 beschrieben haben. Da wir hier eine Entkopp-
lung von Valenz- und Leitungsband durchfiihren mochten, bedeutet dies,
dafs wir einmal die Leitungsbénder als Gruppe A betrachten und die
Valenzbinder als Gruppe B und dann diese Rollen vertauschen.

Fiihren wir dies fiir den Hamilton-Operator (??) durch, so miissen wir
nur folgende Energien abandern, um die Kopplung zwischen Valenz- und
Leitungsband in zweiter Ordnung zu beseitigen:
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Verallgemeinerung der k - p-Theorie
abgeleitet, die eine effiziente Behandlung periodischer Storungen erlaubt.
Dabei werden als Basis Bloch-Zustidnde des ungestorten Systems verwen-
det, die zu unterschiedlichen Punkten im reziproken Raum gehoren, wobei
die Auswahl dieser Punkte durch die periodische Storung bestimmt wird.
Dadurch wird das Problem auf eine algebraische Gleichung abgebildet,
die neben den Parametern der Standard k - p-Theorie noch zusitzliche
Potentialmatrixelemente enthdlt. Methoden, wie sie in der Standard k - p-
Theorie verwendet werden, konnen auf Grund der formalen Ahnlichkeit
zwischen den Gleichungen auf unsere Fragestellung tibertragen werden.
Als Beispiel einer Anwendung dieser Theorie diskutierten wir spontan
geordnetes GalnP,. Die in diesem Materialsystem beobachtete CuPt-artige
Ordnung fiihrt zu einer Wechselwirkung zwischen Zustanden vom I'- und
L-Punkt der ungeordneten Stuktur. Diese Wechselwirkung fiihrt einerseits
zu einer Mischung der untersten Leitungsband-Zustinde von I'- und
L-Punkt, was die effektiven Masse im untersten Leitungsband erhoht.
Andererseits verkleinert sie die Bandliicke, was eine Verringerung der
effektiven Masse zur Folge hat. Deshalb ist eine richtige Beschreibung der
Abhéngigkeit der effektiven Masse im Leitungsband vom Ordnungsgrad
nur dann moglich, wenn diese Wechselwirkung gut beschrieben wird.
Mit Hilfe der hier vorgestellten Theorie wurde ein Modell entwickelt,
das sowohl die Wechselwirkung zwischen Zustidnden an verschiedenen
Punkten der Brillouin-Zone als auch die Veranderung der Wechselwirkung
zwischen Zustdnden am gleichen Punkt der Brillouin-Zone berticksichtigt.
Dies war bisher im Rahmen von Standard k - p-Modellen nicht moglich.
Die Form des Hamilton-Operators ist durch die Symmetrie der unge-
ordneten Struktur und der ordnungsbedingten Stoérung eingeschrankt.
Mit Hilfe gruppentheoretischer Uberlegungen bestimmten wir diese Form
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5. Zusammenfassung und Ausblick

und reduzierten damit die Anzahl der in diesem Modell auftretenden
Matrixelemente. Die Betrdge dieser Matrixelemente erhielten wir aus
Bandstrukturrechnungen oder konnten sie an Ergebnisse anderer Unter-
suchungen anpassen. Der einzige freie Parameter beschreibt den Grad an
Ordnung. Die Bestimmung der Vorzeichen der Potentialmatrixelemente
erwies sich als schwierig. Wir konnten jedoch die Anzahl der verschie-
denen Moglichkeiten auf zwei reduzieren, von denen eine mit hoher
Wahrscheinlichkeit auszuschliefSen ist.

Die Ergebnisse fiir die Ordnungsabhingigkeit der effektiven Masse
des untersten Leitungsbandes stehen in guter Ubereinstimmung mit
All-Elektronen-Rechnungen und experimentellen Daten. Auflerdem er-
halten wir Vorhersagen fiir die effektiven Massen des riickgefalteten
Leitungsband-Zustandes des L-Punkts und die Impulsmatrixelemente
zwischen Leitungsband- und Valenzband-Zustdnden. Unser Modell sagt
anisotrope Impulsmatrixelemente voraus. Diese Anisotropie ist wichtig
fiir die Polarisationsabhingigkeit optischer Uberginge in diesem Material,
wurde aber bisher nicht berticksichtigt.

Fiir zukiinftige Untersuchungen erscheinen uns verschiedene Erwei-
terungen des in dieser Arbeit verwendeten Modells interessant. So un-
tersuchten wir nur die Leitungsband-Zustdnde, doch lafit sich dieses
Modell auch auf Valenzband-Zustinde anwenden, wenn aus Bandstruk-
turrechnungen die Parameter bestimmt werden, welche die Dispersion im
Valenzband des ungeordneten Systems beschreiben. Auch die Einbezie-
hung der Spin-Bahn-Wechselwirkung sowie von Verzerrungen ist moglich.
Neben GalnP, kénnen auch andere Materialien mit CuPt-atriger Ordnung
beschrieben werden, doch wire es dabei vorteilhaft die Potentialmatrix-
elemente berechnen zu konnen, da nicht fiir alle derartigen Materialien
gentigend Daten aus anderen Untersuchungen vorliegen.

Neben CuPt-Ordnung werden noch verschiedene andere Ordnungsty-
pen in III-V-Halbleiterlegierungen beobachtet. Solche Systeme kénnen
analog zu dem hier beschriebenen Vorgehen behandelt werden, wenn die
gruppentheoretische Analyse entsprechend angepafit wird. Eine weitere
Anwendungsmoglichkeit besteht in der Beschreibung kiinstlicher Ubergit-
ter, wo eine variable Storung durch unterschiedliche Periodizitét erzeugt
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wird. Hier wire es sinnvoll zu untersuchen, ob Zustinde von allen riick-
faltenden Punkten des reziproken Raumes berticksichtigt werden miissen
oder ob eine Beschrankung auf ausgewédhlt Punkte moglich ist.

41



42



A. Die Methode der Linearkombination
atomarer Orbitale

A.1. Grundlagen der LCAO-Methode

In der Methode der Linearkombination atomarer Orbitale [linear combina-
tion of atomic orbitals (LCAOQO), oft auch tight-binding approximation (TBA)
genannt] verwenden wir Bloch-Summen

Dy (r *Rjp.(r — R;)

\F Le
als Basis fiir die Entwicklung der Losung des Problems eines Elektrons
in einem periodischen Potential. Die ¢;(r — R;) stellen dabei atomare
Orbitale dar, die auf dem Atom am Ort R; lokalisiert sind und durch den
Index i charakterisiert werden. Die Summe lduft tiber alle N dquivalen-
ten Atome des Kristalls. Die diskrete Translationssymmetrie wird durch
den Wellenvektor k charakterisiert. Fiir jedes Atom in der Einheitszelle
und alle atomaren Wellenfunktionen kénnen wir solch eine Blochsumme
konstruieren, und erhalten so eine Basis fiir die Entwicklung der Wel-
lenfunktionen. Eine Losung fiir des Problems eines Elektrons in einem
periodischen Potential 148t sich dann als 9, (r) = Y; a,,; P schreiben,
wobei die Summe tiber alle Atome in der Einheitszelle und alle atomaren
Wellenfunktionen in der Basis geht.

Schreiben wir den Hamilton-Operator fiir das periodische Potential
in dieser Basis, so erhalten wir viele Matrixelemente, die nur schwer
zu berechnen sind. Deshalb wird die LCAO-Methode seit Slater und
Koster (1954) meist als Interpolationsmethode verwendet. Dabei wird
die Anzahl der Matrixelemente durch verschieden Naherungen reduziert.
Danach wird der Wert dieser Matrixelemente an experimentelle oder
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A. Die Methode der Linearkombination atomarer Orbitale

aus anderen Rechnungen bekannte Energieeigenwerte an Punkten hoher
Symmetrie in der Brillouin-Zone angepaft. Ist dies geschehen, so konnen
wir die Dispersion fiir die gesamte Brillouin-Zone berechnen. Typische
Naherungen sind, dafs wir nur wenige Orbitale pro Atom in die Basis
aufnehemen (hier sp® bzw. sp®d®s*), Wechselwirkungen ab einer gewissen
Entfernung zwischen den Atomen vernachldssigen (hier nur Nachste-
Nachbar-Wechselwirkungen) und die auftretenden Matrixelemente durch
eine Kombination sogenannter Zwei-Zentren-Integrale (two-center integrals)
ndhern.” Diese Reduzierung der Anzahl der Parameter ist auch deshalb
notwendig, um bei den meist wenigen bekannten Energieeigenwerten ein
aussagekriftiges Modell zu erhalten.

A.2. sp®-Basis fiir qualitative Aussagen

Wie Harrison (1980) gezeigt hat, lassen sich viele Eigenschaften tetra-
edrisch koordinierter Halbleiter schon in einer sp®-Basis mit nur Nachste-
Nachbar-Wechselwirkungen qualitativ erkldren. Wir wollen ein solches
Modell hier benutzen, um die in ?@sec-phase gezeigte Form der Wellen-
funtkionen zu erklédren.

'Diese sind zu den kovalenten Bindungen in der Chemie vergleichbar.
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